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.ま え が き
弾性論の目的は,外 力を受ける物体にどのような応力
と変位が生 じているかを正確に知 り,その普遍的な法則


















挿入 して円筒体を押 し広げる機構を考察 したことがある
が,そ の際,こ の円筒体は軸対称変形で三次元弾性問題




題の解法を一歩でも前進 させ よう と決 意 した。す なわ
ち,問 題を解決するには解決を可能にするための方法が







弾性論も含んでいる。研究の 目的,内 容の概説,従 来の
研究との関係などについては各車の始めに緒言 として述




し3個の応力関数を導入 した解法が示 され,そ の完全性
が論 じられる。またその特別な場合として静的な場合に
対する解法が得られ,既 知のLoveの解法 と比 較 され















第5章 と第6章 は応力関数の応用で,第4章 までの結
果が具体的な形をもつ弾性体の問題に適用される。すな
わちJt第5章では,第2章 の結果を応用 して 「有限厚肉
円筒が内圧を受けてテニパ状に押 し広げ られ る問題」,'
第3章 で述べた物体力問題の応力関数を応用 して 「半球
ピットにね じりを受け る 無限厚板」,第4章で示された




われ る問題は 「非貫通円孔に差 し込 まれた剛体九棒にね
じりを受ける半無限体」,「環状み ぞ を もつ丸軸の引張
り」'であるが,示 される方法の他の問題への拡張は容易
で ある。 上述の剛体丸棒にね じりを受ける問題の解法
は,そ の特別な場合として,円孔の底まで剛体丸棒が完
全に差し込まれたときの'LUCOの問題にも適用できるの
で、 この問題に対 し,Lucoの解 と示された数値解法に
よる結果との比較が行なわれる。
以上のように,第2章 から第4章 は第1章 の結果をさ







で表したとき,もし σが角度 θによって変化 しないな ら





+F戸 ρ器 〃・ …(・・1)
ここにUJ(r,z,t),Fi(r,z,t)は変位 ベ ク トルU,物 体力




であ り,μ,〃お よび ρは弾性体の横弾性係数,ポ ァソソ
比および密度を表す。
動的荷重を受けて弾性体の変位 均 が時間的 に変化す
る場合はもちろんのこと,ttJが時間tに よって変化 しな
い場合も,変形が軸対称である弾性問題を解 くことは,
その弾性体の境界条件などを満足す る 均 を弾性基礎方
程式(1.1)から求めることに帰着される。 しか しながら㌶






ところで弾性問 題を解 くには,上 述の変位で表 された
弾 性基 礎方 程式(1.1)から出発す る考 え方 とは別に,応
力で表 され た弾 性基礎方程式 とひずみの適合条件か ら出
発 す る考え方があ り,LOve(i・i}はこの応 力で表され た弾
性 基礎方程 式か ら出発 して,静 的 な場合に,軸 対称弾性
問題の一つの解 法を示 した。それは,重 調和方程式
1ア4X=0…(1.2)
を満足す る1個 の未知関数(こ の よ うな未知関数 のこ と





のように表現 したもので,こ れまで実際に しぼ しば応用
されている。 しか し,このLOveの応力関数Xに よる解
法が静的軸対称弾性問題の解法 として,(i)完全性をそな
夕;
えてい るか ど うか,と い う基本的な ことが らに対す る検
討が まだ なされていなか った よ うに思われ る。 また,上
記のLOveの解 法は,(m動的荷重の働 く問題,⑱ ね じれ
変形を伴 う問題,⑲ 物 体力 の働 く問題 に対 しては適用 で
きな い。
..Westergaar♂1・2)はLoveの応力関数 とGalerk;n(i・3)が
直角座標系 で示 した ベ ク トル応 力関数 のz軸 方向成分 ど
の関連性 を明らか に し,重 調和方程式(1.2)の代 りに非
斉次重 調和方程式
F3 …(1◆4)v4x=-1-v
,を満足 す る応 力関数Xを とることに よ り,2軸 方 向に の
み静 的物体力 丸(r、2)が働 く問題に も道川で きるよ うに
Loveの解法 を一一般化 した が,そ の他の方向に働 く物 体
力に関 しては論 じなか った。
一般 に,直 角座標系 で表現 された形では,応 力関数 は
単独 の方程式を満足すれぽ よい解法であ って も,そ れ'を
円柱座標系 に変換す ると応力関数は連立方程式を満足 し
なけれ ぽならない形 にな り,実 用上,役 に立たない もの
にな って しま う場合が 多い。そ のため,変 形が軸対称 で
ない ときの円柱座標系 における弾性問題 の解 法は いまだ
明 らかでな く,現 在,非 軸 対称 問題の解法 として知 られ
てい るBoussinesqなどCl'4}"'Cl'7)の解法 は,そ の一 部の解
を求める ことがで きるにす ぎないのである*。





足 す る3個 の応 力関数を導入 して,動 的物 体力お よびね
じれ変形 も考慮 した軸対称動的弾性 問題 の解 法を,円 柱
座 標 で直接示す。 ここに示 され る解法 は,そ の特別 な場
合 と して静的問題の解法 も含ん でお り,ま た,こ の静的
な場合の解 法はその特別な場合 として前述 のLoveの 解
法 も含んでい る。す なわ ち本章 で提示 され る解法 は,前
述の(のか らGliまでの問題 に も適用 で きる。 また,(i)の解
法 の完全性 もそ なえている ことが明 らかに され る。
1.2軸 対称弾性問題 の応 力関数
前節 で も述べ た よ うに,弾 性問題 の研究1こおいては,
弾性 体の変位 を応 力関数の微分形で表現 してお くことが
本質的に重 要な役割 を果た して いる".4,"'"・6,・`1・9}～{L11}.
そ こで木節 では 変形 が軸対称 であ る と い う制 限のみ
で,物 体力 もね じれ変形 も存在 しかつ時 間的 に変 化す る
一般的な場 合の三次元弾性体の変位 を応 力関数に よって
表 現す ることにす る。 その ためMindlin"・12}の考察方法
すなわちヘ ルムホ ムツの定理を用 い る方 法を ここでも踏
襲す ることにす る。
変位 で表 された弾性基礎方程 式(1.1)から出発す る。
ベ ク トルの分割 に関す るヘル ムホル ッの定理に より,任
意の変位 ベ ク トルを 回転のない変位ベ ク トルと体積変 化
のない変位 ベ ク トル とい う性質 の明 らか な二つ のベ ク ト
ルの和 として表す ことがで きるので,方 程式(1.1)を満
足す る変位 均 を一般 性を 失 うことな く次式 の ようにお
くことが できる。
Uj=gradゴAl・rotiB・ ・<i.5)
ここにA(r;2,t)はスカラー ・ポテ ンシ ャル,B(7・.z,t)
はdivB=oを満足す るベ ク トル ・ポ テ ンシャルである。
なお,本 論文 で取 り扱 う関数は特に こ とわ らない限 り,
すべて必要なだけ微分可能 とす る。
変 位UJを 式(1.5)の形 に分割す るこ とに よ り,方 程式
(1.1)は次式 の ように変 形 される。
(口12-B(D・2一吉){2i≒:)・ad・At+・…Br}
一一一芸 ・(ノー 1,・)
旺 ぽ{雫 …;)誓+}募(rB・')ト 告ー
・・;(1.6)
だ だ し,Al,Bノ は
A=[コ22A「
Bj-(口12-12)Bノ+吉〔・…B・'〕 …(L・)
であ り,口n2は円柱座標 でのダ ランペ リア ンで




Cl2-2i≒i)音 α 一丁 …(1.・)
式(1,6)の中か っこ内はあ る未知 ベ ク トル の 成 分を表 し
て いる。それ でい ま 『,
・・{1」,
。胆 ・A'+,(il-・」v)r・・Br}==ip…(1…)
とお くことにすれ ぽ,未 知関数At,Bノ が連立 している
方程式(1,6)は,3個の φ∫(r,2,t)を未知数 と した,連 立




式(1.11)の未知関数 φJ(φの ノ方向成分)を 軸 対称弾
性 問題 の応力 関数 と呼ぶ こ とにす る。 この φ∫で 均 を表
示 すれぽ 次式 の よ うになる"・13》・(1・10。
・・炉 ・(1-v){([子吉)φ・+吉輌 φ3〕}
-gradJ〔iivφ …(1.12).
以上 の結果 か ら次の ことがわか る。応 力関数 φ,を導
入 して変位UJを 式(1.12)のように φ∫の微分形 で表せ
ば,3個 の未 知関数ttl)b:連立 している方程 式(1.1)は,
3個の φ∫を未知関数 とす る連立 しない方程 式(1.11)に
変換 され る。
1.3静 的 な場合 の応力関 数
前節 で示 され た式(1.11),(1.12)にお いて物 体力F」
と応力 関数 φ」が時 間tに 無関 係であ るとすれぽ,静 的
軸対称 問題の解法 が得 られ る。す なわち,静 的な場 合の
弾 性体の変位 均 は,方 程式
(吟 二Lr')201…-L－書 ・(ノー1・・)
71φ・一一－f㌢ …(1・'13)







これまでにも述べたように弾性問題の研究 に お い て
は,弾 性体の変位あるいは応力を応力関数を用いて表現





























本章では,変 形が軸対称で あ る三次元弾性体 の 変位


























程式の解がまだ十分には知 られていな い ため(2'1),'都合
のよい応力関数の形が用意されていないことをあげるこ
とができる。そのため,境 界条件のすべてを完全に満足
させ ることが困難であった り,また,全 く別々に提示 さ
れた異なる応力関数による解法を組み合わぜて利用する









で い る,ま だ ま だ 遅 れ 左 誉 田 の 一?と い え よ う(2'5,Nt2'i)。
これ らの問題点をすべて解決 しようとしても早急に解
決で きるものではないであろ うが《2・4),その方向に向っ
ての地道な努力の一つとして,こ こでは,前 章でi堤示 さ










た静的三次元弾性 問題 に対 しJ4階 の偏 微分方程 式 を満
足 す る3個 の応 力関数を導 入 した解法 を示 し,厚 板問題
を論 じた。Papkovich{2'9)はGalerkinの解法 を整理 し,
2階 の偏微分方程式 を満足す る4個 の応 力関数を導入 し
た解 法を導 いたが,そ れ と同 じ解 法をNeuber{2・1e,・f2・1n
も別の方法 で示 した。 これ は現在,Neuber-Papkovlchの
解 法 と呼 ばれ てい る。 これ らの解 法の完 全性はMindlin
`2・12,が示 してい る。 また長谷川 〔2・13)は,Galerkinの応 力
関数 に平 面ひずみ状 態 とい う条 件を与える こ と に よ り
Airyの応 力関数が導 け ることな らび に応 力 関 数 の省略
可能{生を示 してい る。Galerkinの応力 関数 とBoussinesq
の応 力関数の関係 はSternberg{2't4}ら庁こよって論 じられ
てい る。
Ghlerkinめ解法 は動的 な場 合に一般 化 で き る こ とが
Iticov日chb'によ づて示 されたカミ《2・11),同じ結果 をTeOdo:
reseu{2・i5).IX別の方法 で示 してい る。 ま た そ の完全性 は
StembergとEubankst2・i4)が証 明 してい る。上述 の結果
か ら動的な場合1=一挙一般化 されたNeuber-PapkOvictiの解
法 を導 くこ とが で きるが,そ れ は応力 関数の満足す べ き
方 程式 が連立方程 式にな るので,有 力 な解 法 とは な らな
い と思 う。.完全性 が証明 されかつ連立 しない方程式を満
足 する応力関数 を用 いた三 次元問題の解法 は,上 述の 一・
般化 されたGalerkinの解法 のみ のよ うであ る。 定 常調
和 振動 に対 して3Mb6epMe直下《2"61らはNeuberPapko-
vichの解法 を導いてい るが;応 力関数の方程式 はやは り
連立型 であ る。
さて,前章 の1、1節で も述べた よ うに,NVestergaardC2'17,
はLOveの 応 力関 数 とGalerkiiiの応 力関数 の関 係を指
摘 している。そ こで ここでは元同様の事実が動的 な場 合
に対 して も成立 してい る こ と を示す と同時1こ,Weste-
rgaardの触れ なか った エお よびy軸 方 向成 分につい て も
考 察す る。
Galerkinの解法 を円柱座 標系?c-一般 的に変換す ると応
力関数 の満足す べ き方程 式は連立型 にな り,実 際問題 の
解法 と しては,あ ま り役 に立たない も の とにな る{2・IE)・
《2・19,。 しか し,変 形が軸対 称であ るとい う条件の もとに
変換すれ'ば,応 力関数の満足す べ き方程 式は円柱 座標
で も連立 しな く な り,そ の結果 は,前 章で示 され た式
(1.11),(1.12)の解法 と完全 に一致す る。 この ことは静
的 な場合 に対 して もその ままいえ るか ら,1.1節 で述べ
たWestergaardの結果 も明 らかに含ん でい る。
なお,Neuber-PapkOvichの解 法 は 変形が軸対称 の場
合で も応力 関数 の方程式 は連立 型 とな る。 しか し静 的軸
対 称の場合 には単独の方程式 になる《2:19)'"(2・2t)。
2.3応 力関数形 の例
2.3.1検討 の目的
本章2.1節で も述 べた よ うに,弾 性 問題を解析す る こ
とはその問題 に課 せ られた境 界条件 な どに適合す る形 の
応力関数を見つ けれ ば よいのであ るが,実 際に はそれが
容易 でない場合が少 な くない。そ のた め現在 の ところで
は物 体の形 状に何 らかの仮定 を も うけ て,た とえば半無
限体 とか無限円柱 な どの よ うに,境 界 条件の数を減 ら し
て問題を単純化 して取 り扱 う方法 カミしば しぼ採 用 され て
いるのであ る。・仮定 の数 を少 な くして実在 の右 眼体問題
に近 づ くにつれ,境 界条 件の数が,し たが って それ を満
足 させ るに必要 な応力関 数の数が一般 にぱ増 して くるか
ら,1個 で も多 くの応 力関数形を用意 して お くことはそ
の応 用上,応 力関数形選定 の 自由度を高め る といえ'る。
応 力関数の満足すべ き方程式 の解 を求 め る 方法 と し
て,・変 数分離法 た まるも あ{2鋤～《2:24),多項式 に よるも
のt2・25}々《2・26),・'ま－kSn6ddo6らが よ く用い る積分変 換に
よる もめ(2珈 戚 な勘;考 粘 れ 在 ブ≒ ウ』級 数な
(158)
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どの手法 を応用す るには変数分離 された形 の応力関数が
現在 の ところ最 も便利 と考え られ るの で,こ こでは静的
な場合 に対 し,応 力関数 φJの形を変数分離法 で求め)
それに検討 を加 える ことにす る《2・29)Q
2。3.2応力関数 φ3
静的 かつ物 体力 不在の ときの応力関数 φ3は重調和方
程式
ブφ3(2',2)=0…(2.1)




と表せ る。 そこで方程式(2.3)の解 φを求 め,そ れ を方
程式(2.2)の右辺 に代入 し て φ3を求 め るこ とにす る。





ここに み(αr),Y。(α1うは 刀階 の第1種 お よび第2種 ベ
ッセル関数,ln(ar),Kn(αr)はll階の第1種 変形 お よび
第2種 変形ベ ッセル関数を表 し,a,b,αは任意 定数 であ
る。














ただ し ψloはP4ψ10=0を満足す るrとzの 多項式 である。
2.3.3従来の結果 との比較
応 力関数 φ3は静的 なときには,1,0veの応力 関数Zと
一・致 す る。応力関数Xを 応用 して論 じられ た問題 は これ
までか な りあ りc2・31)r(?-39},また,そ の応力関数形を 考察 ・







こ こ に エ=αr,A,B,C,Dは 任 意 定 数 で あ る 。
式(2.7)のXは,式(2.5)の φ3に お い て,そ の 任 意 定
数 α1',πノ,a3",a41i,as,a6t,a6"、b61b6iを零 と した も の
と同等である。 したが って,式(2.5)のφ3は従来の応力
関数Xを すべ て含 んでいる。
2.3.4応力関数 φ1と φ2
応 力関数 φ3の場合 と同様な考察 を行 えば,静 的かつ





こ こ に ψ.は 次 式 を 表 す 。
ψ1=(a7、li+a8Yi)(b7e"z+bse－αt)
ψ・一 一㌃(a・'J・+a・'γ・)(ゐ・桝b・'・ 　 つ
ψ3=五 一(a7"」・+as"y・)(ゐ7'teαz-b,"e-aつ
ψ、=(a,ム+a、。K、)(b、sinα・+b,。C・Sα・)




ψ、一 丁(　 〃・+a'1〃ゲ ・)(さbllt・2+b1・"〉・
…(2.9)
た だ し ψ1。は(72-1/r2)ψ、o=0を満 足 す る.rと2の 多 項
式 で あ る 。. .'`,
2.4応 力 関 数 の 省 略 可 能 性
ここで は,物 体力F、 とF3が ともに不在の とき!こは,
前章で提示された3個 の応力関数 φ」の うちから φ1か
φ3のどちらかを任意に1個 省略 して も解法の一般性は
失われないこと,また,F,かF3のどちらかが不在のと























































を,ま た 式(2.8)の ψ、。 と し て
ψ・-B・(・・2-")両・r+B・(三一号 ・・1・gr)
…(2.工1)
を採用す る。 ここにA,Bは 任意定数 である。
次 の結果が成立す るこ とは容 易に確か め ら れ る。 式
(2.8)の任 意の φ1に対 し
～tl(φ1)==tt](φ3∫+φ3tt+…+φ3(・))。
Ua(φ・)rU3(φ・'+φ3"+…+φ31・1)…(2.12)
の二つの式が同時に成立 す る 応 力関数 φ3'十φ3"十… 十




の二つ の式が同時 に成 立 す る 応力関数 φ、∫+φ・"+…+
f6t(m}も常 に存在す る。 ここに7t,m≧1である。 この結
果は,φ ・と φ3が同等の解 を表 す るこ とを 意味す る。
2.5ね じリ問題 の応力関数
前章で示 された3個 の応力関数 φdのうち,φ2はね じ
れ変形を表 している。 ところで,物 体力の存在 しない静























しか るに,こ の関係を満たすNは 存 在す る。 なぜ な らぽ
式(2.17)から式(2.14)の第 ユ式 を導 くこ とが で きる。JV
が与 えられた場 合 も同様 であ る。
なお,ApyTIOH田HとA6pa:inH〔2・43)は上述 とは別 の方
法 でMと ψな どの関 係を考察 している。
2.6結 言













が予想できる。 こ の こ とはまた次のことを意味する。










弾性問題 を考 察す るとき,物 体に作用する外力は二つ
の種類 すなわ ち物体の表面に働 く表 面力 と物体 の領域 内
におい て働 く物 体力にわ けて取 り扱われてい る。
物体力問題 について,古 くは無限体領域 内の1点に単一
集中力 が働 く問 題に対す るKelvin《3・i)の解,半 無 限体領
域 内の1点 に単一集中力 が働 く問題 に対す るMindtinの
解 な ど(3・2,があるが,Mindlinらの解 は、物体力問題 の解
法 とい うよ りも特異性 を もつ解 を応用 して得 られ た もの
である。Melan〔3'3)}XAiryの応力 関数に よ り,Green《3'4)
は複素 関数 で、そ してSneddon〔3・5)はフー リエ変換 とラ
プ ラス変換 を応用 して物 体力の働 く一般的な平面問題 を
論 じている。Sneddon{3・6}・〔3・7}はまた,無 限体 お よび半無
限 体領域 に物体力が 任意分布 す る問題 の解法 を同 じくフ
ー リエ変換 とラプ ラス変 換を用いて直角座標系 で示 して
い る。 しか し,こ の解法 を円柱 座標系に変換す る ことは
困難 の よ うであ る。
円柱座標 系で物体力問題を論 じた ものは少 な く,半 無
限体領域 内の一 円形面上 に等 分布力が働 く問題 を扱 った
Dean《3・8,ら,単一集力が働 く無 限円柱 を扱 ったConway
`3・9,,回 転円筒の遠心力を 扱 った 柴原 ・尾田(3・!0),無限
体領域 内の二 円周上に物 体力 が働 くときの変位を示 した
Kerinanidis(3・it)・{3・1牲の研究 以外に はあ ま り見 あた らな
い よ うであ り,そ れ も一般的 な立場 か ら物 体力問題を取
り扱 った ものではない。古橋(3'13,も物 体力問題 を論 じて
い るが,こ れ は解 の性質 などを考察 した もので境界条件
につ いては触れ ていない。物 体力問題 の解 の応用 性につ
いては,西 谷 ・村上 《3・14)」b;体積力法{3・mを提 案 して破壊
の力学 の応力拡大 係数 を論 じてお り,岡 村 ・島田(3・t6)は
三 次元 非軸対称問題 の一般 的数値解法 を単一 集中力問題
の解 を用い て示 し,ま たKermanidisf3・li,は軸 対称問題
を積 分方程式を解 く問題 に帰 着 させ ている。
物体 力問題 の解法 を論 ずる ことの主 目的 は,厳 密な意
味 での物体力の問題 を考 察す ること よ りも,通 常の境界'
値 問題 を考察す るためにそれ を応用す るこ とにあ るとい
える{3・17)"《3・211。そ の例は第5章 と第6章 で述べ るこ と
に して,本 章では,任 意分 布の動的軸対 称物 体力 が働 く
弾性問 題の応 力関数に よる解法 を示 す。 また,静 的物 体
力問題 の応 力関数 も示 し,そ れを応用 して,任 意分 布の
軸対称物 体力が 働 く半無限体問題 の 一般解法 を 示 す 。
Goodier《3・22》の 熱弾 性ポ テンシ ャルと物体力問題 の応 力
関数 の関係,初 期値 問題の応力関数 も本章 で 考 察 さ れ
る。
3.2動 的物体力問題 の応力 関数1
3.2,1定 義
動的 物体力問 題の応力関数 φ∫を非斉次偏微分方程 式
(1.11)の特殊解 と して定義す る。 この定義 に よ り,動 的
物体 力Fj(r,z,t)に帰 因す る弾 性体の変位Uj}t,や は
り式(1.12)から求め られ る。
3.2,2ラプラス変 換に よる方法
任 意分布 の動的軸対称物 体力Fノ が無 限体領域 に存在
す る問題 の応力関数 φ」を ラプラス変換 を用 いて求 める◆
ただ しFsは,tに 関 して はZ≧0に おいて区分的 に連続





を満足す るもの とす る。ここに ε>1.0である。 この とき
万 を次式 の ように表す ことが で きる。
F・一場 ∫=・β∫=e-・… 一・・dζJ].O・Jm(・r)d・
・∬ ・礼(v,c,s)Jm(・・)吻(32)
ここに 云∫はFJのtに 関す る ラプラス変換 を表す。 記
号Reは 実数部分 のみ とる ことを意味 してお り,7/zは,
元=1,2のとき 〃F1,」=3のときm:Oを とるもの とす
る。
方程式(1.ll)の両辺 をtlこ関 して ラプ ラス変換すれ ぽ
{c・・(y・一ξ)一・・}{げ(四劫 一・恒
　 ロ
ー 一 芸 厨・・(ノー 1・2)
ゑ 　
(c・2V2-s2)(c・272-s2)φ・〒 一 芸 兵・ …(3・3)
となるから,式(3.2)に注意すれぽ,方 程式(3.3)の特殊
解 動 として次式を求めることができる。




こ こ に φ,は φノ の'に 関 す る ラ プ ラ ス 変 換,γnは γ。2、・




φル 刊一巳 芸 ・φ・卜…=:・(n-1・…)… ㈹
式(3.4)のφ」をsに 関 して ラプラス 逆変 換すれ ば動












関数 で,弾 性論 に素解 を導入す る ことは,古 樹3・13}がフ
ー リエ変換を用 いて静的な ときに直角座標 で 行 っ て い
る。 しか し古 橋 と同様 な方法 を円柱座標 で行 うことは容
易 でない と思 われ るか ら,こ こでは力種式(1.11)から出







の特殊解 とする。ここに δ()はデ ィラックのデルタ関
数である*。もし九 を求め ることができれぽ,物体力問
題の応力関数 φ」は次式から求められる。
φ・・=・ ∫=∫..∫'ηF'(・・ζ・ξ)r・ ξ・・dζ …(…)
以上 の議論 の妥 当性を示 す こ とは容 易であ り,こ こで
は省略す る。 デルタ関数の積 分表示 を用い(3・20,方程 式
(3.8)がらrfを 求めれば次 式の よ うにな る。
r・一一斜 ∫㌃ 一 ・βfα 餐 鵠 霊η)
・{s三 一ξ)-s讐 一ξ)}・・,(・L・ξ)
=O,(t〈ξ)一 ・・(3.10)
この 万 を動的物体力問題 の応 力関数 の素解 と呼ぶ。以












・ αJ.(αr)Jm(αη)・∫ dα …(3.11)(
α2+β2)2
した が っ て,応 力 関 数 φ∫ は 次 式 の よ うに な る13・?8)。
防一一禰({㌔。ア∫:・β∫:〆β四 ・ζ
・1..織 貧 ・・∫.epF,(to,ζ)Jm(・・ d・
…(3.12)
なお,応 力関数の式では積分が 求 まらない ときで も,
それか ら導 かれた変 位 あるい は応 力式《3・29)では求 まる こ
とが多いc3`30)。
3.4軸 対 称物体力 の働 く半 無限体問題 の解法
3.4.1応力関数 と境界条件
半無 限体領域(0≦r〈。。,2≧0)に任意 分布 の静的軸 対
称物 体力が存在 し,そ の境界面ぴ=0)が 自由表面 であ る
問題の一般 法を示す。 境 界条件は次の ように な る。(応
力 の記号 は一般的慣例 による)
σzli=o=τreli=o=τealt=o=0…(3.13)
ここでは,物 体 力問 題の応力関数 の式(3.12)から次式
の ものを採用す る。






ただ しρは物 体力 の存 在する積分領域 である。
ところ で,式(3.14)の応力 関数 φ」は境 界条件式(3.13)
を一般 には満足 しない。そ こで,式(4.14)のφ」 と重ね
合わせ る と境界 条件式(3.13)を満 足す る ような応力関数
が別 に必要 になる。 この 目的 のための応 力関数 と して,
前章 の式(2.5),(2.8)から次式 の形 の ものを採用す る。












・μ…==一 ∫..・(・ )〔剖 ・(1-・)
+α2}(P、-P,)〕e"αedα 一・(3」8)
ここに 戸∫は 乃 の ハ ンケル変換 を表す。
3.4.2半径方向 に働 く物体力
まずは じめ に,半 径(r)方向に働 く物 体力Fi(r,Dの
場 合を考 える。式(3.14)におい て 」=1,2n=1として応
力 式を求め,式(3.18)から求 めた応力式 と重ね 合わせ る。
そ して境 界条件式(3.13)を満足す る よ うにPJの 値 を定
め る。 しか して次式 を得 る。
亮一一π吉y∫司(晶 ア 一ー晶 ひ}dB・
Pl=P2==0…(3.19)
こ れ よ り,境 界 条 件 式(3.13)を満 足 し物 体 力F、 を も
つ 半 無 限 体 の 変 位UJは 次 式 の よ う に 表 せ る こ と に な る
{3・3Ω・13・32)。t`2=0,











3.4.3ねじ り力 と して働 く物体力
こ こでは,2軸 まわ りのね じ り力 と して働 く物 体力F2
(r、2)が半無限体領域 に存在す る場 合を考 える。式(3.14)
において ノ=2,t)1=1とし,そ れを式(1.1のに代 入すれ
ば次式を得 る。
・μ… ÷ ∫.⊃∫..・畷 撃 ・・触 ・β 仇一桁 ・
…(3.21)
この解 は境 界条件式(3.13)を満足 してい る。
3.4.4z軸方向に働 く物体力
2軸 力 向に働 く物体力F,(r,2)が半無 限体領域に存在
す る場合 を考 える。式(3.14)において ∫=3,121=0とし,
本節3,4.2項と同様 な考察 を行 えば,境 界条件式(3.13)






























以上 の結果はすべ て境 界で表面力が零 の 場合 で あ る
が,同 様 に して境界面力鞠 体に固定 され てい る場 合の結
果 も導 くこ とが できる《3・31)・《3・am。
3,4.5計算 例
本節 の結 果の一つの計 算例を示 す。 自由表面を もつ半
無限体領域 において,図3.1に 示す ように深 さ2=h,半
径r=lkの 円周上 に図3.2のよ うなz軸 まわ りのね じ り
刀
遇(r・・)一嘉 ・(r-rl)・(・-h)・ …(3・23)











ここにQi12()は第2種 ル ジャン ドル関数を表す(3・34,。
3.5物 体力問題 の応力関数 と熱弾性 ポテ ンシ ャルの
関係
弾 性体の温度分布が一様でないと きには,外 力が 作用
していな くて も弾性体に応力(熱 応力)が 生ず る。 この
よ うな熱応力問題に対 し,1個 の スカラー ・ポ テンシャ
ルを導入 した解法がGo6diert3・22,によって示 さ れ て い
る。 ところで,熱 弾性問題は一つの物体力問題 とみなす
こ とがで きるのでC3・35),ここでは,物 体力問題 の応力関
数 とGoodierの熱弾性 ポテンシャ ル と の関係を考察す
る。 、
弾性 体が温度分布T(/,め の状態 にあ るとき,τ に よ
って生ず る弾 性体 の変 位 均 は力種式
戸ψ2μ讐)ZT…(3・26)
を満 足す るGood{erの熱弾性 ポテ ンシ ャル ψ(r,2)にょ
り次式 で表 され る。
2μUJ=gradsψ …(3.27)
ここに γは物体 の温度に対す る線膨 張係数である。
ところで,温 度分布Tが 与えられた とき,こ れを物体力
F」が与え られた もの とみなす と,Fsは
Ff-2μ 鵠)γ 孤 ・、T・ ・<3.28)
ま
LC－表 さ れ る(3・35)。 し た が って,こ のF」 を 式(1.13)の右
辺 に 代 入 す れ ば
(匹 禮)2φ・一(1鵠 繧 万 ・・ad・T(」-1・・)
7・P・一(2μ(1十り)γ1一り)(1-2り)9・ad・T(ゴー・)・ ・<3.29)
となるか ら,熱 弾性問題 の解ttjは,方 程 式(3.29)を満
足す る応が関数 φ∫に よ り式(1.14)からも求め られる こ
とにな る。
温度 分布Tの 与え られた問題に対 し形式的 に物体力問
題 の解 法を適用 した 上述 の結果は,Goodierの熱弾性 ポ
テンシ ャルに よる解 法に比べ て,は るかに不 便な形に な
ってい る。 したが って,式(3.29)で表 された応力関数 を
用 いる解法 はもっと単純 な形 に表現 できることが予測 さ
れ る。






こ こで φiの代 りに スカラー ・ポ テン シャルAを 導入 し
て
φj=gradjA…(3.32)
とお くことにすれ ば,熱 弾性問題の解 物 は,方 程式
ぬ 一石づ 総 テ …(3・33)









おかれていたとき,そ の弾性体が ε〉向 においてどのよ
うな状態に変化するかを考察する問題をい う。
この問題は,西村(3・37)が有限円筒体の振動応力問題の
取 り扱いで行 っているように,弾 性基礎方程式からとり
あえず必要な解を取 り出して論 じた り,また 自由振動の




って,こ の波動の境界での反射が振動現 象 を表す とい
った方が適当であろう。すなわち,あ る時間t=toにお

























一 一 篶 ρ(sf・+9f)・(元一1・2)・(c・2F2-s2)
　 　
'(・224しs2)a・一 一 篶 ρ(・f3+9・)…(3・37)
の特殊解 姦」(r,2,s)をsに関 して ラプラス逆 変換 した も
の と す る。 こ の φ」に よ り初 期値問題 の解UJは,式
(1、12)から求め られ る。
方程 式(3.37)は,初期 条 件式(3.35)のもとに弾性基礎
方程 式(1.1)をZに関 して ラプラス変換 し,第1章 の1.2
節 と同様 な考 察を く り返せ ば容 易に導 くことがで きる。
た だ し 万 は零 と して い る。 式(3。36)を用いて方程式
(3.37)の特殊解 φ♂を求め,そ れを ラプ ラス逆変換すれ
ば 次式が得 られ る{3・41)。
(i)初期変 位 力 の応 力関数 φJ;
　
φ・一竺 瓦∫=・β∫ン ・・嘲 ζ
・∫..響 留(… 伽 ・・カの・・
・∫..妨(η,ζ)み(・)吻 …(3.33)























ンシ ャルの関係を考察 し,熱 弾性ポテ ンシ ャルは物体力
問題 の応 力関数の特別 な場 合の ものであ る こ と を赤 し
た。
(4)初期 値問題 に対 し応 力関数に よる解法を示 した。
(51計算例 と して,半 無 限体領域内のあ る円周上にね
じ り力 として働 く物体 力が存在す る問題の解(グ リー ン
関数)を 示 した。 この解 は第6章 で応用 され る。
(6}本章の結果 の応用例 は第5章 と第6章 に示 され る
が,そ れ とは別に次 の問題 もすでに考察 され てい る。(i)
ね じ り力を受け る無限厚 板問題の物体力の 分布 による解
法(3・42),⑪ね じり力 と し て 働 く物体力を受け る無 限厚
板{3'43)}6一よび この問題 の グ リーン関数C3・44),(面)貫通 しな
い 円孔面 に等分布ね じ り力を受け る半無限体問題 の近似
解{3'ts),Cli円形 あ るい は円環状剛体 スタ ンプでね じりを
受け る無 限厚板c3・45}・《3・46}および半無限体 《3・4?1,(V)軸対 称
剛体 チャ ックで2aじりを受 け る円柱`3・20,,(irD円環状 剛体
スタ ンプでね じりを受 ける円柱 お よび円板(3・2%
(7}物体力問題 の解法 を応 用 して固有ひず み問題 な ど
を取 り扱 うことも考 え られ るが《3・4S),この種 の問 題は本
論文 の対 象か ら除外 した。
第4車 軸対称集中力問題の考察
4.1緒 言
弾 性論 におけ る集 中力の概念は,あ る領 域に分布 した
物体 力の1点 への極限移行 としてKelvin(4・1,によって導
入 された。 こ うして得 られ たKelvinの解 は数学 的 な1
点に集中力が作用す ると して デ ィラヅクの デル タ関数 を
用 いた ときの結果 と一 致す るc4・2㌔また,弾 性論 におけ る
解 はいずれか の点 で発 散す るこ とが古橋(4・3)によ って示
され てい るが、考 察領域 内あ るい は考 察領域 の近傍 で発
散 す る解 は特異性 を もつ解 と呼ばれ,・特 異性を もつ解 に
集中力 と しての解 釈を与え るこ ともな され て い る砲 ㌔
以上の よ うに弾性論 におけ る集中力 の概 念 はい くつか の
意味を もってお り,Sternbergc4・5)'"(4・7)らは このあい まい
性を特異性 のオ ーダーの見地 か ら考察 して いる。
弾性体領域 内の1点 に集中 力の働 く問題 の解 は,前 章
の3.1節で も述 べた よ う1・c,近年 いろい ろ と応 用 され て
きてい る《4・8)-c4・1t,。それ らの研究 で1)1、無 限体内の1点
に単一集 中力が働 くときのKelvinの解,半 無 限体表 面
の1点 に お い て 表面 に垂 直に単 一集中力 が働 くときの
Boussinesqの解,表 面 において表 面に平行 な単 一集 中力
が働 くときのCerrutiの解,・半無限体領域 内の1点 にお
いて表 面に垂 直あ るいは平行 に単一集中力 が働 くときの
Mindlhnの解 がお もに適 用 されてい るが,流 体 力学 にお

















応する応力関数を求めればよい。 それ に は,(1)方程式
(1.13)の物体力Fdに 集中力を与え,そ の特殊解として
応力関数を求める方法 と,ω 物体力 隅 は零 とおき,方
程式
(・・一 ÷ 一)1φ・一 ・・(ゴ≒ ・2)・ ・4φ・一 ・ …(・・1)
から特異性を もつ応力関数を求める方法が考え られる。




なわ ち φ3に対 しては す でに適用 されてい るので《4・4,,
ここでは φiを考察 す る。





よってまずは じめle方程 式(4.3)からφを求め,そ れを




の関係を用 いれば,式(4、3)を次式 の よ うに変 形 できる。
G農+昔 ☆+c砦 ☆
+☆ 一蓋 －R,s{。,α)φ一・・ …(4・・)
方 程 式(4.5)に変 数 分 離 法 を 適 用 す れ ぽ 次 式 が 得 ら れ る 。
φ=Rnr(a),お よ び φFR-Cn+1)r(α)…(4.6)
こ こ}こ
F=CiPnl(x)十c2Qnl(x)…(4.7)
で あ る。 た だ しX=COSα,Cl.とC2は 任 意 定 数,、ぼ1(X'),
Q。1(x)は第1種 お よび第2種 ル ジャン ドル陪 関数を,ま
たn=0,1,2馴…を表 す。
以上 の結果 を用 いれば,考 察領域 内(座 標原点 近傍)
で特 異性を もつ応 力関数 φ1と して次式を導 くこ とがで











ただ しcは 任意定数 である。
4.3特 異性 を もつ解
…(4 .8)
…(4 .9)
弾性 問題解法 の基 本原 理の一つ は解 の重 ね合わせ にあ
る とい え る。9特異性 を もつ解を分布 させ て境界 条件を 満
足 させ る,い わ ゆる特異点配置法(4・9,・(4・10〕t:.もってゆ く
準 備 と して,前 節 の式(4.8)に示 された特異 性を もつ応
力関係を考察 し,集 中力 と しての意味を明 らかにす る。
これ らの解 を境 界値問題 に応用 す るときには,特 異性を
もつ領域 を切 り取 って考 える ことに なる。
(1〕吹 き出 し力 式(4.8)の応力関数gb!tにお い て
i=0とし,式(1.14)に代入すれぽ次式 が得 られ る。








② 半径(め方向放射状力 式(4.8)の応力関数 ψ2εに
おいてi=0とすれぽ次式の変位が得られ る。
・1!t・1=C・・毒(如 一 一劃 … 一 ・
・μ ・一 … 毒(3r22-R2) ..…(・ ・11)
これは図4.1に示す ような半径(r)方向放射状力が座
標原点に作用 した無限体問題の解を表 している賠 。㌔










〔4}二重吹 き出 し力 式(4.8)の応力関数 ψ、iにおい
こi=1と すれぽ次式の変位が得 られる。
・μ炉 一・・1努 ・炉 ・
・・… 一 ・・X、(3z21-R2)…(・ ・12)
これ は流体力学 に お け る 二重吹 き出 しに相 当す る解
でJ座 標原点 において0(R-3)のオ ーダーの特異性 を も
ってい る。 このこ とに関 しては次第 で述べ る。
㈲ 有限直線 上に物体力 が等分布す る問題 の解 式
(4.8)の応力関数 ψ艇 に おいてi=1と し,そ れ}こψ7,ψ8
を 重ね合わ せれば,次 式の変位 が得 られ る《4・21}。te2=0、
・勘 一雑 書 ÷(嵜 一2惑
・μ… 袈i弓筈(11RlＬR2)・ …(・13)
これ は2軸 上z=一 力 か らz=十hま で長 さ2hに わ
た 〔て吹 き出 し力が 等分布す る無限体問題 の解 を表 して
㍉・る。 ただ しR、,R2は 次式 を表 す。
R、2=r2+(2一め2,1～22=r君+(z+h)2
同様に して.長 さ2hlこわた って図4.1の半 径(r)方向






この式 は式(4.8)の応 力関数 ψ了と ψ3か ら求め られ
る。














にある場合には,そ れに よって生 じた変位は荷重点で,
Rを荷重点からの距離 とする と き,0(R-2)のナーグー
の特異性をもち,そ してKelvinの単一中力のようにそ
の荷重白身はつ り合い状態に な い場合に は,荷 重点で
0(R-i)のナーダーの特異性をもつことがStennberg(4・5)N




節で考察 したi=oあ るいはi=1の ときの応力関数を
zに関して次々と微分 した形になっている。したがって,
4.3節で考察された特異性をもつ解を2に 関 して次々と






となって,0(R-3)のオ ーダP・-tの特異性 を もつ二 重吹
き出 し力 の解 が得 られ る。以上の ことは,物 理的に は次
の ことを表 してい る。 男軸 上 之=十力 に吹 き出 し力 を,
彦=一力 に吸い込 み 力(マ イナスの吹 き出 し力)を 置 き,
これ らの解を重ね合 わせてh-》0の 極 限を とる と二 重吹
き出 し力の解が得 られ る。
上述 の議論 は,吹 き出 し力以外 の解 に対 して も同様に
行 うこ とが でき る。 す なわ ちi=ir+1の ときの解 は,
i=i'のときの 解 の 座 標 原 点をz軸 上 において2=+h
お よびz=・-ltに移動 させ,こ の二つ の解 を重ね合わせ
てh→0.の 極限を とった ときの解 にな ってい る。以上 の
こ ことか ら,Sternbergらの述 べた結果 を拡張す る こ と
が で きて,0(R"i)と0(R"2)以外 の特異 性を もつ解 を



















きたが,本 章 と次章で}‡ノ これまでの章の結果を応用 し
の





4章の結果を応用 して 「2本の剛体テーパ棒の差 し込み
を受け る 中空厚肉球の問題」,㊥第3章 の結果を応用 し
て 「半球 ピットにね じりを受ける無限厚板の問題」を考
察する。上記⑩の問題に対 しては,特異性をもつね じり
物体力を無限偉績域内にとられた直線上に等間隔に無限
個分布 させ,荷 重(物 体力)の 対称性に注 目して無限厚
`4
板領域 を切 り出す とい う方法 を採用 す る。 この方法 はさ
らに…般化 されて,ね じり力 を受 け る無 限厚板問題{5・4)
お よびね じ り物体力を受け る無限厚 板問題の グ リー ン関
数を求め る問 題に も応用 され てい る《5・4)。
5.2内 圧 でテーパ状 に押 し広げ られ る有限厚肉円筒
内半径 τ・・外 半径 … 高 さゐの有限厚肉円筒 が ・軸方
向(円 筒 軸方向)に 変化 す る内圧を受けて,そ の円筒内
壁(r=rl)がテ・一・・9状に変形 した もの とす る。 この とき
円筒 の半径方 向変位Ut(r,2)は,r=r1におい て
川 〔=・ ・tanα+β …(5.1)
の値 を とる ことに なる。 ここに2α は テーパ角,β は円
筒内壁 の2方 向に変化 しない変位 である。
この問 題の解は,変 位 の境界条件式(5,1)に加 えて,
















3一嵩2μ 整,c・-2μ 〃芸 αη ・
c,一－CT－書 μ当 準 α 一2μ許
C8一書 μ芸1・9・'・+(1-v)μD),Le7Z・'1・・<5.・)
ただ しD=(1-v)ri2十(1十v)r22である。
以 上の結果に よ り,内 圧 を受け てテーパ状 に押 し広げ
られた有 限厚肉円筒 の変 位は次式 のよ うに表 され る《5・t,。
・t1=-llS-{(1-")r2+(・+・)r・2}÷(・一+β)・














この解 は 之軸上 に特異 性を もっているので,特 異性 を
もってい る2軸 まわ りの テーパ領域 を切 り取 る。そ のた



















































図5.2応 力 σ.1.=oの分 布
ttθ=O,σn==τRα=τRθ=τaθ=0






を満足す る。 ここに2β はテ ーパ角,a,bは 厚肉球の 内
半径 と外半 径であ る。
図5.2は球 の2=Oの 面の応力 σ、の分布を図示 した も
ので,球 の厚 さが厚 くな る程 すなわちa/b→0の とき,
σ,の分布 の不均一 さは大 きくな って い る。 図中の点線
は表 面に対 向集 中力 を受 け る中実球問題に対す るStern・
bergらt5・2)の結果で ある。 なお,笠 野 らc5・3}は対向集 中
荷重を受け る中空球 を解 析 してい るが,そ の 結 果 と図
5.2の実線 はきわ めて よく似 た応力分布に なってい る。
5.3半 球 ピッ トにね じ りを受ける無限厚板
表 面に半径Rlお よびR2の2個 の半球 ピ ットを もつ
無限厚板 に図5.3のように円柱 座標(r,θ,2)と球座 標(R,
θ,ψ)をと り,そ の半 球 ピ ッ ト面(R=R,お よびR==R2)
に 窯軸 まわ りの軸対称ね じ り力T、(ψ)およびT,(ψ)が





この境 界条件を満足す る解 を求 めるため,図5,4に 示
す ように,無 限体領域 内の 之軸 上において,大 きさが み
お よびf2の 集中ね じり力(特 異性を もつ ね じり物体力)
を交互にそれぞれ等距離2b隔 てて無限個配置す る。す
る とこの とき,図5.4のAAi面(0≦r<co,2=十b),
BB'面(0≦1-<。。,2==一の な どは作用す るね じり物体 力
に対 して対称面 となるか ら,荷 重点を除いて応力 は零 と
な る。 したが って,図5.4の 無 限体領域 か らAA'面 と
BB'面で囲 まれた厚 さ2bの 無限厚板 領域(0≦r〈oo,
121≦の を仮想 的に切 り出せば,こ の領域 は境界 条件 式
(5.9)のx==±bの面の条件 を荷重点を除 い て 満足 す
る(5・4)。よって次 に,こ の無限厚板か ら荷重 点(r=0,2=
+め お よび(r=0,2=一の まわ りに半径R=R、 お よび


































こ こV=δ(r)はデ1ラ ックの デルタ関 数,21=1,2、3,…で
あ る。
ところで,Fl=現=0,F2=F2(r,z)のときに は,第3







た だ し中か っ こ内はそれ ぞれ対 応 させ るもの とす る。 Ω
は物体力 の存 在領域を表す。
式(5.io)のF2を式(5.12)に代入 してP'2を求め,整
理 すれ ぽ次 式が得 られ る。
・F・一{÷ ・亙 〔(1+・)…(2n-1)βb{;}
+(-1)n+1(1-・)…(2n-1)βb{1}〕…(5・13)
ここに η=f,/f,であ る。 また無限 積分の計算 は文献 《5・S}









こ こ にDは 次 式 を 表 す 。
Di2=r2十{(2n-1)b十2}2。1)22==r2十{(2n-1)b-2}2








これ らの式は境 界条件式(5.9)を満足 す る解,す なわ
ち2個 の半 球 ピッ トに任 意 の大 きさで同 じ向 き の ね じ
り力を受 け る無 限厚 板 の変位 と応力を表 し:てい る。 式
(5.14),(5.15)におい て ηの代 りに 一η とおけぽ,2個
の半球 ピ ットに任 意の大 きさで逆 向 きのね じ り力を受け
る場合 の解 に なる。 また,η=1.0と おけば,1個 の半球
ピッ トを もち厚 さ δの無限厚 板 の 場 合 の 解 が得 られ,
ij==-1.0とお くと1個 の半球 ピ ッ トを もち他面が剛 体に
接着 されて いる厚 さbの 無限厚 板の場 合 の解 が得 られ る
{5・s},c5・6}
む
こ こに示 され た解 は半球 ピッ トil(R=R,,R=R2)に
働 くね じ り力め 分布T1(ψ),T2(ψ)を任意 に とるこ とは





ただ し τ,oとτ、eは,式(5、15)においてrとzの 代 りに
r=Rlsinψ,2==b-RlcosCb
とおいた ものである。また,式(5.15)から明らかなよう
に,半 球 ピット面の 砺,τ吋 は零となる。半球 ピット面




個配置すれぽ,貫 通 しない円孔面にね じり力を受ける無
限厚板問題の一つの近似的な解を求めることができる。
5.4結 言
本章では,こ れまでの章の結果を応用 して,具 体的な
形を もつ弾性体の問題をい くつか考察 した。すなわち,
第2章 に示 された応力関数を応用 しで 「有限厚肉円筒が
内圧を受けてテーパ状に押 し広げられ る問題⊥ 第4章
で示 された特異性を もつ応力関数を応用 して 「2本の剛
体テーパ棒の差 し込み を 受ける中空厚肉球問題」,第3


































第3章 で,あ る円周上にね じり物体力を受ける半無限
体問題の解(グ リーン関数)を 示 したが,こ の解は,ね
じり問題の数値解法において本質的な役割を果たす。そ




し込 まれたときにLucot6・13)が取 り扱ってい る問題にも
適用できるので,こ のときに,Lucoの示 した積分方程























全に解けることになる。 しか し現在のところ,そ れを解,
くことは困難である。以下に述べられ る数値解法は,こ
の連立積分方程式を連立一次方程式に変換 した三つの近 ・
似輪 と考えるFと もできる・翠 学的iこ{ま連 立齢 方




といえ るか も知れ ない。
6.2非 貫通円孔に差 し込 まれた剛体丸棒 でね じりを
受ける半無限体
6.2.1解法 と境界条件
剛体丸 棒を差 し込 ま1れた半 無限体領域*に円柱座標 を
図6,1のよ うに とる。 円孔 の半径をc,深 さをbと し,
この円孔の深2・h(0<h≦b)まで円孔 と同径 の剛 体丸棒
が挿入 され,そ の接触面(r=・c,0≦z≦の は完全 に接着 さ
れ ているもの とす る。 この剛体St棒h:2軸まわ りに角 度






この問題は混合境界値問題で あるため,解 析的方法 だ
けで解 くことはか な り困難 である。h=bの とき,すなわ
ち剛体丸棒が 円孔底 まで完全 に挿入 された場合に対 して
はLUCO(6・13}h9問題を連立積分方程式 に帰着 させ,そ の
数 値解を求 めている。 こ こでは第3章 の式(3.25)に示 さ
れたね じり物体力を受け る半無限体問題の グ リーン関数
を応用 して,本 節の問題 の一つの数値解法を提案す る。
半径rlの 円周」二に図3。2のよ うなね じり力が図3.1の


























荷重点近働 こ限られ,荷 重点か ら離れるに従って急速に
等分布応力状態に近づ くので,こ うして得られた解 も意
味をもつ。・
変位u?tは,式(3.25)においてh=lltとすれ ば得 られて















条件を常 に満 足 してい る。 したが って,上 述 のね じり物
体力を円孔面 近傍に有 限個分布 させ たときの変位 と応 力
は.式(6.2),(6.3)の重ね合わせ(一 次結合)に よって
得 られ,そ れ も また境界 条件式(6.1)の第1式 を満足 し
てい る。そ こで,境 界条件式(6.1)の第2式 以下を満足
す る よう1・こ日孔 の内部 にね じ り物 体力を分布 させ,円 孔
部分 を半 無限 体か ら切 り取 って考えれば,木 問題 の解が
得 られる(6・15,・(6・16㌧
図6.2は半 無限体領 域か ら非 貫通円孔部分を切 り取 っ
た ときの状態 を表 す。図の円孔 内部 に二点鎖線 で示 され
てい る円筒面 とその底面に図3.1と図3.2に説 明 されてい
るね じり物体力をそれぞれN,」M個 配置 し,円 筒面(r==































点1(r,2)の変 位'`2乏 応 力 τ,e,τ、eは式(6.2)あ る い は 式












こ こには ξ。,ζ.配置 された物体力 の大 きさで,式(6.4)
が境 界条件式(6.1)を満足す るよ うに定 める。 前 述の よ
うに,式(6.4)はξ。,ζ.の値にかかわ らず式(6.1)の第
1式の境 界条件を満 足 してい る。 式(6.1)の第2式 か ら,
0≦rf〈c,z=占におい て式(6.4)のτ.θ=0とい う関 係が
得 られ る。 また式(6.1)の第3,4式 か ら,"==c,0≦2i
≦Hに おいて(DO≦2i≦12のとき式(6.4)のit2=αc,(il)
h≦?iくbのとき式(6.4)のτ,e=Oとい う関係 が得 られ
る。
ここでは円孔境界のすべ ての点 ではな く,有 限個の円
周上で境 界条件を満足 させ・る。 し か し物体力 の配 置数
(N十M)の増 加につれて,実 用上,十 分な精度 で境 界条
件を満たす結果が得 られ るよ うであるc6・17)・{6・1s㌔この こ
とについては後 で触れ る。
式(6.4)は合計(N+M)個 の任意定数 ξ。,ζmをもって
い るか ら,境 界 条件を満足 させ る点(円 周)と して,円
孔面 とその底 面に合計(N+M)個 の点(円 周),(r=c,
2・=Zt,i=1,2,3,…,∫お よびx=b,r=r∫,」=1,2,3,…J,
1十J・=N+M)をとるこ とが で きる。す なわ ち,式(6.4)
か ら ξ。,ξ.を未知係数 とす る(N十 ルf)元の連 立一 次方
程式 を構成 し,そ れ を解 いて物体力の大 きさ ξ。,ζ吼を定
め れば,式(6.4)から任意 の点の変 位 と応力が求め られ
る。
ところで上述の解 法では,物 体力を有限個の点(円周)
に配置 したが,こ の配置数を無限個 とした場合す なわ ち





で表 され る。 したが って,式(6.5)に境界条件式(6.1)を
適用 して連立積分方程式を構成 し,そ れを解いて未知関
数 ξ(hs)とζ(rl)が求め られれば,式(6.5)から任意 の点
の変位 と応力が得 られ る。 しか し現在の ところ ξ(h,),
ζ(r1)を求め ることは困難 である。 それ で,そ の一 つの
近似解法 として,前 述 の連 立一次方程 式に よる解法 が意
味を もつ。換言すれ ぽ,式(6.4)は式(6。5)の特別 な場 合
の もので ある。
6.2.2数値計算例
前項 で述べ た連立一 次方程 式に よる解法 に よ り,C/b=
0.5の円孔 に剛体丸棒がh/5=1.0の深 さに差 し込 まれた
場合(Lucoの 問題)に 対 し数 値計算を実行 し た《6'15)。
N=51,M=49とし,A/c=H/b=0.96の面にh1と して
51個,rlとして49個の点(円 周)を とり,簡 単 のため,
す べて等 間隔に物体力を配置 した。 また,境 界 条件を満
足 させ るた めに選 ぶ(N+M)個 の円孔境界面上 の点(Z=
b,r=r」お よびr=c,2=Ztの円周)η,2tet,それ ぞれ
r、,h,と同 じ値を採用 した。 結果 の一 部を図示す オiぽ図
6.3のよ うに なる。 この図 は,円 孔面 と剛体丸 棒の接 着
面 の接着応力を表 してお り,比 較のため,Lucoの 結果
(実線)と本節 の結果(丸 印)が ともに記 入されてい る。
両者は よく一致 して いる とい え る。.
6.2.3解◎収束性
図6.4と図6.5は物 体力の配 置数 と解 の収束 性の関 係を
検討す るた め,c/b=O.5の円孔 に対 し,h/b=0.5,A/b
=H/b==O.9のとき,N=M==9,18,27および36と した
ときの結果 を比 較 した ものであ る◎図6.4は円孔面 と剛
体丸棒 の接 着面(r/c=1.0)の変位tt2の収束 性を示 した
もので,物 体力の配 置致す なわ ちN,Mの 増加 につれ て
結果 は明 らかに真の解1.0に近 づいてい る。 図6.5は円孔
の境 界面か ら物 体の領域 内に ご くわずかに入 った点(r/c




























































置教にほとんど関係なく・ あ る 一つ の値に収束 してい
　
る。荷重の不連続点近傍では,解 は特異性をもつことが
























数値解法が示 されるが,こ こではその準備として,軸 対
称物体力を受ける無限円柱問題 の グ リーシ関数を求め
る。すなわち,無 限円柱領域内のある2個 の円周上に,
(i)半径(r)方向に働 く物体力,(rOzPt方向に働 く物体力,
Φ2軸 まわ りのね じり力 として働 く物体力が存在する問
題の解を導 く。ただ し次節での応用を考えて,上 述の(i)
の半径方向物体力は同じ向き,(①の 乏軸力商物体力と⑩
























+芸 ム(β・う(・'・ψ+・ ・'… β・)}・β
㌧'"(6.9)
式(6.9)の応 力関数か ら次 の応力 式が得 られ る。
(174>
軸対称弾性問題の応力関数による解法に関する研究


















,無限 円柱 領域内 の半径r=a,(0<a<c),2=±hの2




カi存ffreるもの とす る・ 式(6・11)のF・を式(6・8)に代
入すれば
瓦 ・(a・β)「 吉 ・・(・)… βh…(…2)
とな り,他 のfiic,Fノ、は零 となるか ら,こ れ と式(6.7)




























式(6.6)を満足す るよ うに式(6.10)の任意定数の値 を定
めれ ば次 の よ うに なる。' .・ ・.
b・一一。ξ慧 覧 〔q、{2(1-.v)・・(βc)+β綱 ～}
-q4{(1-2v)Ie(βe)+βcl1(βc)}〕,
ロ ト
b・s-一荒 鵠 〔・・{・・(β・)+・!・eb)}二・砺⑭ 〕・
b=:b4=b4f=0'『'…(6.15)



















以上 の結果 に より,あ る2個 の 円周(r=a,z=±h)上
に半径(r)方向に働 く物 体力があ り,'境界条件式(6.6)を
(175)
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6.4.3z軸方向 に働 く物体 力
前項 と同様 な考 察を行え ば,2個 のあ る円周(r=a,
-2=±h)上にz軸 方向で互に逆 向きに働 く物 体力
F・(r・)一☆ ・(r-・){・(2--h)一・(・+・)}
' …(6.18)
が存在 し,境 界条件式(6、6)を満足 す る無限円柱 の応力


















一(妊 りQ+㌃ 勾 …(6…)
ただ しQは 式(6.14)のQ,Aは次式を表す 。
.々 一(2こ τ是2戊21-{τ～-iar){輌 ・(・)-Q1'・ω}
+芸(L・1・(・ ・5・
ん1=3Q.1∫、(Xk)+A-Q1∫、(エk)
一∋ ご1〔Q+÷{x・Q -・1i・ω －Q1∫・ω}〕
…(6.21)
また,式(6.22)のbは次式 を表 す。











6.4.4ねじ リカ としそ働 く物体 力
無 限円柱領域 内のあ る2個 の円周(r=a,2=±の 上 に
図3.2に示 されて いるね じり物体力が 互に逆向 きに作用
す るもの とす る。 このね じり物体力 は次式 で表 され る。
F・(r,・)一芸 二・(・-a){・(・一・)一δ(・捌
・・白(6.24)
6.4.2項と同様 な考察 を行 えば,円柱領域 内で式(6.2の
の物体 力が作用 し,境 界条件式(6.6)を満 足す る円柱 の




+÷ ∬ 鵠 施(B・)・・(β・)・i・βltsinP2dB,
Tt・一一,論 議(譜 克Q
+訂 鵠 施(β∂⑭ ・i・βhcosl?2d)3
'
・・<6.25)
な お,本 節 で 必 要 と した べ ヅ セ ル 関 数 を 含 む 式 の 積 分
は,Eason《6・21,らの 結 果 を 応 用 し,文 献`6・22}～(6・25ハを 参 考





























6.4環 状 みぞをもつ丸鞘の引張 リ
6.4.1四角形の環状み ぞの場合
ここでは前節 の結果 を応 用 して,図6.7の よ うな四角
　
形 の環状み ぞを もつ丸鞘 が引張 り(圧 縮)力 を受け る弾
性 問題 の数値解法 を示 す。 丸軸の半径 を ε,み ぞ部 の半
径 を ε,み ぞ陪 を2bと し,み ぞ部か ら十 分に離 れた と
ころで 之軸 方向の等分布応 力 力を受 ける もの とす る。:こ






解法 の基 本原理 は本章の6.2節の場台 と同様 であるが,
引張 り力を 受ける場合はね じり力のど きと異 り,境 界上
の ある点での応力成 分 は2個 す なわ ち τr,とσrあるい
は τ,、と σ.をもつ。 した が って,こ れ らが ともに境界




て異 な る2個 の物体 力を配置す る必 要が ある。
前節 で述べた ある円周上 の半 径(r)方向物 体力 と2軸
方向物体力 を無 限円柱 内に図6.8のよ うにそれぞれ(N十
M)個 分布 させ る。た だ し問題 の対称 性 に よ り,'2≧0の
範囲で考 えれば よい。それぞ れの物体 力を円筒面(r=A
O〈z〈ll)にN個,円 面(A≦r〈c,2=H)にM個 ド した
が って合計2(N+M)個,分 布 させ る。 そ の任意 の1個
の座標 を(r=A,零=h。)あるいは(f≡hh,z=H)で表す。
ただ し,0<hn<H〈b,e〈A≦aE<cである。 この とき,
円柱の任意の点(1-,2)の応 力は,前 節 の式(6」7),(6.19)












二点鎖線),物体力の存在領域は丸軸の環状 み ぞ部 とし




境界面 に@V+M)個 の点(円 周)を 選び,そ の座標 を
(r=e,i=Zt)および(r=2-」,z=b)で表す・ ここに ・<η
<c,O<2t<bである。す なわち,み ぞ部では,境 界面





















図6.9に示 す ように円柱座標 を と り,丸 鞘の半 径をc,
半円形 みぞの半径を ゐと し,そ して光軸はみぞか ら十分
に離 れた ところで等 分布引張 り応 力力を受け るもの とす
る。図6.10は半 円みぞの一部 の拡大 図で,半 径eで 示 さ
れてい る二点鎖 線は物 体力の配 置面 を表す。 この面 に物
体力(τ 方向物体力 と2方 向物 体力)をN個 分布 させ,
その任意の1個 の座 標を(r=as,z・=lti)で表す。 また、
境界条件を満足 させるために選 ぶ半円形 みぞ表 面上 のN
個の点(円 周)の 任 意の1個 の座 標を1(r=ri,2==2i)で
表す。
丸軸表面お よび半円形みぞ部 表面に表面力は作用 して








































十 佐藤 ちくひずみ ゲ三ジ)























た だ し,ポ アソン比v=0.3とL,1・tとZtお よびajと
ん の値 はみぞ表面 お よび物 体力分布面をN等 分 した値
を採用 した 。
図6.11は計算結果(白 丸 印)を 図示 した もので,半 円
み ぞの半径bと 形状 係数 αす なわち α=(σ.)m。。/σoの関
係 を表 す{6・・3E)。こ とに'σoはみぞ部最小横断面 の平均応
力 で σo=c2p/(c-b)2であ る。図中,黒 丸印は佐藤{629)
らの有 限要素法 に よる値,+印 はひず みゲ ージに よる測
定 値 である。〔]印はFrocht《6・34)の光弾 性(v=0.365)に
よる値,△ 印は西原 〔6・so)らの実験を併 用 した解析 に よる
値 を示 す。 また,点 線 はNeuber{6・32,,二点鎖線 は西谷
《6」g),実 線はPeterson〔6・33,,一点鎖線 は石 田《6・35}の二 次
元 の結 果で ある。 白丸印は本節 の結果で,上 述 の佐藤 ら
く6・29)の結果 に最 も近 い値を示 してい る。 なお,さ らに詳
細 な議論 な らびに図が別報G・20)に論 じられてい る。
また。式(6、25)を用 いて前項 と同様な考察を行 えば,
環状 みぞを もつ丸鞘のね じ り問uac6・33)・{・37)の数値 解法を
示 す ことがで きるが,こ こでは省略す る。
6.5結 言
本章 のお もな結果 を要約す る と次 の ようにな る。
{1)物体力問題 のグ リー ン関数を応用 して,弾 性問題
の数値解法 を提示考察 した 。取 り扱 われた問題 は,(i)非
貫通 円孔 の任意 の深 さに差 し込 まれた剛体丸棒 にね じ り




上に物体力が働 く問題の解(グ リーン関数)が 基本的な
役割を果たしている。 この目的のため,軸 称物体力を受
ける無限円柱問題のグリーン関数を導いた。
{3)上記{1}の(i)の問題 解法は,そ の特別な場合 とし
て,・円孔の底まで剛体丸棒が完全に差 し込まれたときの
Lucoの問題にも適用できるので,こ の ときにLucoの
積分方程式に よる結果 と本章のそれを比較 した ところ,
両者はよく一致 した。また,物 体力の配置数 と解の収束
性の関係を考察 した。 ・
(4}半円形の環状みぞをもつ丸軸の引張 り問題につい
ては,す でに多 くの報告があるが,そ れらの結果の間に
はかな りの相異が見 られる。本章の結果は,佐 藤 らのひ
ずみゲージによる測定値ならびに有限要素法による計算
値にきわめて近い値を示 した。
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